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Liczby naturalne s3 nicwyipliwie naturalve. Liczby calkowite niewatpliwie
zaslupujy na narwe ,calkowiie”. Liczby wymierne naletaloby mote nazywaé
liczhami micrzicymi lub wymierzajyeymi, bowiem wszystkie pomiary wykonujemy
w prakiyee w liczbach wymiernych, zresztg nie tylko pomiary: wszelkie rachunki
na konkreinych liczbach wykonywane s3 w prakiyce wylacznie w obrebie

liczb wymiernych. Po co wiec wprowadzaé szersze, lecz znacznie trudniejsze pojecie
liczb rzeczywistych, skoro liczby wymierne wystarczajg w rachunkach?

Definicja liczb rzeczywistych nastrecza zawsze pewne trudnofci, wskulék tego

w podrecznikach szkolnych jest raczej przemycana, niz precyzyjnie formulowana.

Pojecie liczby naturalnej jest latwe do przyswojenia. Tak latwe, tak swojskie,
2e wydaje sig, i2 liczby naturalne sg wzicte bezpoirednio z otaczajacepo wiata
materialnego. Zapominamy na ogdl, 2¢ latwo napisat, nawel na malym kawalku
papieru, nazwe liczby naturalnej n, kiora jest nierealizowalna w éwiecie
materialnym, 1zn. dla kidrej trudno podaé przyklad n-elementowego zbioru
przedmiotéw realnych, Liczba n = 1000°°°%"° jest przykladem takiei
nierealizowalnej liczby naturalnej. Poczatkowe liczby naturalne sa |
wyobrazalne, nie mozna tego powiedziet o liczbach bardzo duzych. | liej
zbidr N wszystkich liczb naturalnych mosna latwo zdefiniowaé.

* Musi zawicra¢ liczbg /1. Jedli zawiera liczbe n, to musi zawieraé takse

liczbg n+-1. 1 nic wigcej, tzn. jest najmniejszym zbiorem o powysszych dwu
wlasnoiciach. Przytoczona definicja zbioru liczb naturalnych przypomina dowcip
o pakowaniu do pustej walizki chusteczek do nosa. Oczywiécie mo2na tam
wloty¢ jedng chusteczke, Wiadomo z prakiyki, 2e jeéli wlozyliémy do walizki

n chusteczek, to n+ I-sza tez da sig zaladowaé. Zatem do walizki mozna wlozyé
tyle chusteczek, ile jest liczb naturalnych, czyli nieskonczenic wicle!

Mozemy sobie wyobrazi¢, ze matematyk ma taka abstrakeyjna walizeczke N
zawierajaca wszysikie liczby naturalne. W drupiej dodatkowej walizeczee nosi
ich ,,odbicia lustrzane w zerze”, 1zn. liczby calkowite ujemne. Musi sig jeszcze
zdecydowac, do ktdrej walizeczki wlozy¢ liczbe zero. Zdania sa podzielone, jedni
lubig zalicza¢ zero do liczb naturalnych, inni tego nie lubig. Rzecz w istocie

nie warta przyslowiowego funta klakow, Kléci€ sic o zero? O matematyczne
,mic”? Nie warto! :

Oprocz walizeczek 7 liczbami calkowitymi matematyk ma takze maszynke
do precyzyjnego sickania tych liczb. Méwigc powazniej, matematyk z liczb
calkowitych latwo konstruuje liczby wymierne, tzn. ,,ulamki® mjn, gdzie m jest
liczbg calkowita, a n — liczbg naturalng (nie zerem!). Pewne z tych
ulamkow nalezy uznac za rowne. Na ulamkach tych mozna w naturalny sposéb
zdeliniowac podstawowe dzialania arytmetyczne: dodawanie | mno2enie, oraz i
widrne dzialania odwrotne: odejmowanie i dzielenie (nie przez zerol). Motna je
tez uporzadkowaé, tzn. wprowadzic relacje mniejszoéei x < b lmq:cyjnn: fatwo
sobic ,, wyobrazi¢" liczbg wymierng. Latwo bowiem wyobrazi¢ sobie n-tg czgéé
czegos, Lo znaczy liczbe I/n; latwo tez wyobrazi¢ sobie m takich cz¢ici, tzn. liczbe
mn, z ewentualng zmiang zonaku, czyli z ,,odbiciem lustrzanym w zerze".
Poczciwe liczby wymierne! Tak bardzo s uzyteczne! Wszystkie transakcje
handlowe, ﬁ{ow_t. wszelkie pomiary, mglkie_rachunkl lachmczne 53 na nich
arte. Z punktu widzenia czystej prakiyki jest ich za duzo, bo nieskoiczenie
rachunkdw uzywa si¢ tylko skoriczeni : Ko

-



podzial zbioru W wszystkich liczb wymiernych na dwa niepuste podzhiory

W, i W,, 2e po pierwsze katda liczba ze zbioru W, jest mniejsza od kaidej

liczby zbioru W,, oraz — po drugie — w zbiorze W, nie ma liczby najwigkszej,

a w zbiorze W, nie ma liczb}r najmniejszej. Méwimy, 2e taka dziura le2y miedzy
liczbami wymiernymi w, i wy (w, < wa), jesli wy nalezy do W,, a wy nalely do W;.
Na przyklad, zaliczmy do W, wszystkic ujemne liczby wymierne i te nicujemne,
ktur}rch kwadrat jest mniejszy od 2, a do W, zaliczmy wszystkie dodatnie liczby
wymierne, ktdrych kwadrat jest wickszy od 2. Podzial zbioru W na zbiory W,, W,
jest dziurg (luka) w zbiorze liczb wymiernych. Bardzo latwo sprawdzié, 2e dziura
1a lezy migdzy liczbami / i 2. Bez trudu moZna by wyznaczyé bardziej dokladnie
poloZenie tej dziury. Prosty rachunek dowodzi, 2e lezy ona migdzy /.41 a 1,42.
Oczywiscie moZna wyznaczyc jej poloZenie jeszeze dokladnie;.

Istnienie dziur w zbiorze liczb wymiernych jest Zrodlem wielu klopotéw.
Obrazowo moina powiedziec, 2e przez te dziury wycieka tresé matematyczna
wielu picknych twierdzen, zwlaszcza tych o bardziej subtelnej strukturze. Zbior
liczb wymiernych jest §wietny do rachunkow na liczbach konkretnych, ale zly dla
wielu celow leoretycznych, dla bardzicj skomplikowanych dzialan na liczbach, niz
dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie, zwlaszcza jeéli chee sie wyknnywaé
te dzmiama w sposob dokladny, a nie przyblizony. Juz pierwiastkowanie nie jest
wykonalne w tym zbiorze. Sprobujcie okreslié tak pozyleczna funkcje jak logx

(x > 0) tak, by zaréwno x jak i logx byly liczhami wymiernymi — nic z tego nie
wyjdzie. W jednym i drugim przypadku czuje si¢ po prostu brak liczb, zhior liczb
wymiernych jest za maly, by wykonywac w nim logarytmowanie lub
pierwiastkowanie (dokiadne, a nie przyblizone).

Malematyk bardzo nie lubi, gdy pewne dzialania, wygladajace na naturalne

lub pozyteczne, s niewykonalne. W wielu przypadkach usuwa niewykonalno$é
dzialan przez odpowiednie rozszerzenie zbioru przedmiotow, na kiorych dzialania
maja by¢ wykonane, lub ktére maja by¢ wynlklcm tych dzialan. MoZna by
przytoczy¢ wiele przykladow — nawet z najnowszej matematyki. Przytoczymy tu
tylko jeden: rozszerzenie zbioru liczb wymiernych do zbioru liczb rzeczywistych.

Rozszerzenie to wykonuje si¢ w sposob nastepujycy. Przed kazda dzmrq

w zhiorze liczb wymi:rnych matematyk kladzie kolek do zatkania jej (liczbe
wymierng wygodnic jest interpretowaé jako punkt na osi liczhowej; wowczas
kolek do zabicia dziury tez mozna wyobrazaé sobie jako punkt na tej osi).
Nastepnie jednym uderzeniem miotka matematyk whija wszystkie kolki, Zwracam
uwagg na fakt, 2e matematyk jednym aktem woli wbija od razu wszystkie kotki we
'mzystkjc dzJur}f* Nie nalety wyobraza¢ sobie procesu wbijania w ten sposab, 2e
najpierw numeruje wszyslkle dziury liczbami naturalnymi, a polem chodzi kolejno
od n-tej dziury do n+ /-szej i zabija je kolkami. Takie postepowanie byloby
niemozliwe, moZzna bowiem udowodnié, ze dziur w zhiorze liczb wymiernych jest
tak duzo, 2e nie mozna ich ponumerowaé wszystkimi liczbami naturalnymi.

Wszystkie liczby wymierne moZna ponumerowac kolejnymi liczbami
Haturarnyml, ale dziur w tym zhiorze — nie! Dzrwnc, nieoczekiwane, ale prawdziwe.
viek punum:rowahhgémy te dziury wszystkimi liczbami naturalnymi,
azloby sig Jeszcze nieskoriczenie wiele nieponumerowanych dziur!
mm:naljrcy mnwlvg Ze ja k;i ztuor jest Pnchczainy, jesli w;zysthe Jego




opis konstrukcji — to zupelnie inne zapadnienie. Zagadnicnie — powiedzialbym —
dosyé niewdzicczne. Znamy dwie metody ,,whijania koleczkdw™, mianowicie :
metod¢ Dedckinda i metodg Cantora, Obvdwic sy bardzo precyzyjne | obydwie
majq t¢ samg wiclka wadg: zaciemniajg mniej istotnymi lzcz':gélami
technicznymi podstawowa, jasng i prosiy intencje konstrukeji. Dlatego nie
przyloczymy tu 2adnej z nich. Wspomnimy tylko o zasadniczej roznicy migdzy
tymi metodami. Oczywidcie koleczki muszg byé z czegoé zrobione, z jakiego$
tworzywa, naturalnie z jakiegoé abstrakcyjnego tworzywa pojeé matematycznych,
O162 metody Cantora i Dedekinda ré2nig si¢ glownie materialem, z kidrego
zrobione sg koleczki. W metodzie Dedekinda koleczkiem zatykajgcym dziurg jest
sama dziura! Dziurg zatyka sig nig samg! Mozna powiedzie¢, 2¢ w metodzie Lej
koszty zuzycia materialdéw zostaly doprowadzone do minimum, do zera!

Konstrukcja zostala wykonana, koleczki sq wbite. Pozostalo nam sprawdzié,

czy robola zostala rzelelnie wykonana, czy przypadkiem w trakcie whijania nie
powstaly jakied nowe dziury. Na szczgécie wszystko jest w absolutnym porzadku,
zbidr liczb rzeczywistych jest-calkowicie szczelny. Przytoczong definicj¢ dziury
mozna wprawdzie sformulowaé w odniesieniu do liczb rzeczywistych, nie ma
jednak potrzeby wprowadzania takiego pojgcia, po prostu w ogdle nie ma

takich dziur. :

Okazuije sig, 2 zbidr liczb rzeczywistych ma wlasnoci jeszcze lepsze, ni2 zbiér
liczb wymiernych. Mo2na ten zbiér uporzadkowaé, mozna uogélinié podstawowe
dzialania arytmetyczne, dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie na liczby
rzeczywiste, ale ponadto mozna w tym zbiorze wykonywaé bez 2adnych ograniczed
wiele innych potytecznych operacji matematycznych, jak pierwiastkowanie,
polegowanie, logarytmowanie itp., ktérych wykonalnoéé w dziedzinic liczb
wymiernych byla mocno utrudniona, jeéli nie wrgcz niemozliwa.

Okazalo sig ponadlo, 2e w oparciu o pojgcie liczby rzeczywisie) mozna zbudowac
.cala analize matematyczng, olbrzymig galaZ wspdlczesnej matematyki. U podstaw
wszystkich twierdzen tej czeéci matematyki le2y ,,szczelnod€™ zbioru liczb
rzeczywistych (matematycy zawodowi uzywajg przymiotnika ,,zupeiny™

zamiast ,,szczelny”). Twierdzenia analizy matematycznej przestajg byé
prawdziwe, jeéli zbior liczb rzeczywistych zastapic¢ przez zbior liczb wymiernych.
To wlaénie mieliémy na my§li, mowiac 2artobliwie o przeciekaniu wiedzy
matematycznej przez dziury zbioru liczb wymicernych. Pojecie liczby

rzeczywistej jest niezbedne dla calej matematyki teoretycznej. Jest rowniez -~
niezbedne dla formowania ogdlnych metod matemalyki stosowanej a2 do
momentu, gdy w gre wchodza przyblizone rachunki na konkretnych liczbach.
Wiedy powracamy do bardziej elementarnych liczb wymiernych.

Niewatpliwie pojecie liczby wymiernej jest prostsze niz pojecie liczby
rzeczywistej. Dla laika liczba rzeczywista, wprowadzona metoda Cantora lub
Dedekinda, wydaje sig by¢ tworem doé¢ mistycznym, wydaje si¢ by¢ znacznie
mniej rzeczywista — w potocznym znaczeniu tego slowa — ni liczba wymierna.
Dla zawodowego matematyka liczba rzeczywista jest podstawowym '
pracy, jest rownie rzeczywista jak inne pojecia matematyczne. Liczby
rzeczywisle sa réwnie rzeczywiste jak liczby wymierne, jedne i drugie s3 bowiem
: ywhie zdefiniowanymi pojeciami istniejgcymi w mozgu matematyka, Jedne

i drugie majg ten sam typ realnoci
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